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i-ANALOGUES DES OPERATEURS D’ECRANTAGE ASSOCIES AUX 

g-CARACTERES 


DAVID HERNANDEZ 


Resume. Nous proposons des operateurs d’ecrantage pour la theorie des g, t-caracteres de Nakajima 
(@l’ [§)’ analogues aux operateurs d’ecrantage de Frenkel et Reslietikhin relatifs a leur theorie des 
g-caracteres pour les representations de dimension finie des algebres afflnes quantifiees |Q, avec en par- 
ticulier les memes proprietfe de symetrie. La theorie de Nakajima utilise des anneaux non-commutatifs 
et nous aurons ainsi a considerer des bimodules adaptes a ces structures. Notre construction etant pure- 
ment algebrique et s’appuyant sur la definition combinatoire des q, t-caracteres, elle est etendue au cas 
non-simplement lage. 


t-ANALOGS OE SCREENING OPERATORS RELATED TO g-CHARACTERS 

ABSTRACT. Frenkel and Reshetikhin introduced screwing operators related to g-characters of finite 
dimensional representations of quantum affine algebras j^. We propose t-analogs of screening operators 
related to Nakajima’s g, t-characters (|Q, |^) with the same properties of symmetry. Nakajima introduced 
non-commutative rings, so we propose bimodules. Our construction uses only combinatorial definition 
of g, f-characters, and therefore can be extended to the non-simply laced case. 


For convenience of the reader we give an english translation of the introduction : 


Introduction 

Let q G C* such that q is not a root of unity. 

In the case of semi-simple Lie algebras g, the structure of the Grothendieck ring Rep(Wq(0)) of finite 
dimensional representations of the quantum algebra is well understood, see |^. It is analogous to 

the classic case g = 1 . In particular we have ring isomorphisms : 

Rep(ff,(fl)) Rep(0) ~ Z[A]’^ ~ Z[Ti, ...,T„] 

deduced from the injective homomorphism of characters x ■ 

X<y) = ^dim(VA)A 

AgA 

where V\ are weight spaces of a representation V and A is the set of weight of V. 

For the general case of Kac-Moody algebras the picture is less clear. In the affine case Uq{Q), Frenkel and 
Reshetikhin ||^, motivated by the theory of deformed IF-algebras, have recently introduced an injective 
ring homomorphism of g-characters : 

Xq : Rep(ff,(0)) ^ Z[ri^^]i<i<„,aGC* = y 

The construction of Xq uses the universal i?-matrix. The homomorphism Xq allows to understand the ring 
Rep(f^q(0)) ~ agc* • The classical limit g ^ 1 of is the usual homomorphism of characters. 

In fact Xq gives informations about the decomposition in Jordan subspaces for a class of 

commutative elements of Uq{g) : 

x,(R)=^dim(R(,))n n n 

7 i£lr—l..k.yi 
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where V(^) is the Jordan subspace of weight 7 : 


E ± ±' 

7 i,±mW 

m>0 


lt{u) 



Qi{uqi)Ri{uq~^) 


where a^ir are roots of the polynomial Qi and b^ir roots of the polynomial Ri. The homomorphism of 
g-characters has a symmetry property analogous to the classic action of the Weyl group Im(x) = Z[A]^ : 
Frenkel and Reshetikhin defined n screnning operators (with Ai^a G y monomials) : 


S, : = :v ^ 0 y.S,,a/ Y. - Aag.■S^,a) 

There is a leibnitz rule {Si{UV) = USi{V) + VSi{U)), and S'i(Ta) = Ya-Sa- They conjectured : 

Im(xg) = P|Ker(S'^) 
i£l 

They proved it in the case sh |^, and Frenkel, Mukhin proved it in the general case |^. 

These operators give informations about the combinatorial structure of g-characters. For example : 

Rep(^g(0)) — Illl(Xq) = A. = + ^,b^i7qJbeC*) 

iGl 


In the ADE case Nakajima introduced t-analogs of g-characters iji- He defined maps Xq,t et Xq,t from 
Rep(fiq(0)) 02 Z[t, t~^] to polynomial rings respectively T** = ,a^C* and 

yt = Z[hi,o, ^i,a, ^^]ie/.aec* • From representation theory point of view, it gives more informations about 
Jordan subspaces. He introduces a new non-commutative multiplication =1= on X and gives a combinatorial 
axiomatic definition of g, f-characters. The existence is non-trivial and is proved with geometric approach. 

In this paper we propose t-analogs of screening operators Si^t, related to applications Xq,t and Xq^t- 


This article is organized as follows. In section 2 we recall the fundamental symmetry property of Frenkel, 
Reshetikhin’s screnning operators and some results on Nakajima’s ring Tt- In section 3 we define operators 
j. We introduce a bimodule structure such that we have a Leibnitz rule. In section 4 we define t-analogs 
of screening operators In the ADE case we give an interpretation related to Nakajima’s multiplication 
*. These operators verify the expected symmetry property in theorem || : 

P|Ker(5i) =k2 Im(Xq,t) 
iei 

In section 5 we define operators Si^t related to the ring Tt- The diagram : 


y. ^ 

yt,^ 

fit i 

i n. 

yt ^ 

yt,^ 

At 1 

l n, 

y ^ 

y^ 


is commutative. We have a symmetry property in theorem ^ : 

P|Ker(S'i) =R = lm{xq,t) 

iGl 

where Xq,t is Xq,t in [§. In section 6 we construct involutions analog to the Nakajima’s one. 


The construction uses a bimodule structure on the free left module 0 ytSi^a, and the t-analog of 




y-i^i,aq? ~ ^i,aqi-Si^a) is a subbimodule. The bimodule structure is given for any m € monomial 
by: 

S^,am = 
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1. Introduction 


Dans ce qui suit q G C* est suppose ne pas etre une racine de I’unitee. 

Dans le cas d’une algebre de Lie semi-simple g, la structure de I’anneau de Grothendieck Rep(i^q(g)) des 
representations de dimensions finie de I’algebre semi-simple quantifiee Uq{Q) est bien comprise, voir |^. 
En fait on a pu montrer qu’elle est tout a fait analogue a celle du cas classique q = 1 deja bien connu. 
On a en particulier des isomorphismes d’anneaux : 

Rep(ff,(0)) - Rep(0) ~ 1 [K\^ ~ Z[Ti, 

construits a partir d’un morphisme de caractere x tel que pour une representation V de sous-espaces de 
poids V\ : 

X{V) = ^dim(I4)A 
AgA 

on A designe I’ensemble des poids de V. 


Par centre la quantification modifie la theorie des representations lorsqu’on s’interesse au cas general des 
algebres de Kac-Moody. Dans le cas affine Z^g(g), Frenkel et Reshetikhin |^, motives par la theorie des 
LP-algebres deformees, ont recemment introduit un morphisme d’anneau injectif, dit de g-caracteres, a 
valeurs dans un anneau de polynomes de Laurent : 

Xq ■ Rep(ff,(fl)) ^ 

La construction de Xq repose sur I’existence d’une i?-matrice universelle. L’application Xq permet de 
comprendre I’anneau Rep(Wq(0)) ^ Z[Xi^a]iGi,aeC* et lorsqu’on regarde la limite classique g = 1 on 
retrouve I’application de caracteres usuelle. En fait cette application prend en compte la decomposition 
en sous-espaces de Jordan pour une certaine famille commutante (^^^)mGZ,iG/ d’elements de Z//g(g) : 


xg(R)=^dim(R(,))n n n 

7 iGlr—l..k-yi 

on designe le sous-espace de Jordan de V de poids : 


E ± ±' 

7 i,±™u 

m>0 





Qi(x^qi )Rz(ngi) 

Q^{uqi)R^{uq~^) 


avec a^ir les racines du polynome Qi et b^ir les racines du polynome Ri. 


Le morphisme de g-caractere verifie une propriety de symetrie analogue au cas classique de I’action du 
groupe de Weyl qui veut Im(x) = En effet Frenkel et Reshetikhin ont defini n operateurs dits 

d’ecrantage (avec Ai^a G y monomes) : 

Si '■ ^K(^^]aGC*,iG/ = 7 ^ ^ ySi^a/ ^ ■S'z.a) 

aGC* aGC* 

qui sont des derivations {Si{UV) = USi{V) + VSi{U)), verifiant Si{Ya) = Ya-Sa, et ont conjecture : 

Im(Xg) = 

i£l 

Ils Font montre dans le cas sh puis Frenkel et Mukhin ont obtenu le resultat dans le cas general |^. 
Ces operateurs permettent de comprendre la structure combinatoire des g-caracteres. Par exemple : 
Rep(ff,(0)) c:. Im(xg) = = f|(Z[A;± 

iei 


Dans le cas ou 0 est de type ADE, Nakajima a raffine la theorie en introduisant un t-analogue des g- 
caracteres Q, |^. II considere des applications Xq,t et Xg,i de Rep(ZJq(0)) ®z Z[t,t~^] vers les anneaux 
de polynomes respectivement Yt = Z[Yi^^,t^]tei,aeC* et Yt = Z[Vi^a,Wi^aA^]iei,aGC* ■ D’un point de vue 
des representations, elles permettent de mieux comprendre la structure de chaque sous-espace de Jordan. 
Au passage il introduit une nouvelle multiplication * sur Yt qui n’est pas commutative. II donne une 
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definition axiomatique combinatoire des q, t-caracteres. L’existence est non-triviale et est prouvee grace 
a une approche geometrique. 

Nous proposons dans cet article des t-analogues des operateurs d’ecrantage, adaptes aux applications Xq,t 
et Xq,t- 

Dans la deuxieme partie, on rappelle la propriete fondamentale de symetrie des operateurs d’ecrantage 
de Frenkel et Reshetikhin (Theoreme 0 ) ainsi que quelques resultats elementaires sur I’anneau X de 
Nakajima. On definit dans la troisieme partie les operateurs Sl ^ qui peuvent etre interpretes comme 
des derivations pour la multiplication usuelle et une certaine structure de bimodule. Dans la quatrieme 
partie on definit les t-analogues des operateurs d’ecrantage St^i qui dans le cas ou g est de type ADE 
peuvent etre interpretes comme des derivations en utilisant la loi * de Nakajima. Ces operateurs verifient 
la propriete attendue dans le theoreme || : 

P|Ker(5i) =k2 

iei 

On definit dans la cinquieme partie des operateurs Si^t pour I’anneau 3 ^* rendant le diagramme commu- 
tatif : 



yt,^ 

n* i 

i 


3^t., 

n* i 

i n*.. 

3^ ^ 

3^1 


avec une propriete de symetrie dans le theoreme || : 

P|Ker(S'i) =R = Im{xq,t) 
i^I 

ou Xq,t est egal au Xq,t de |^. Dans la sixieme partie on donne la construction d’involutions analogues a 
celle de Nakajima. 

Notons que la construction repose sur I’existence d’une structure de bimodule sur le module fibre a gauche 
® ytSi^a telle que le t-analogue de ^ ~ Ai.aqt-Si^a) soit un sous-bimodule. Cette structure 

est caracterisee par les relations suivantes, ou m G jV* est un monome : 

2. Rappels 

Soit 0 une algebre de Lie simple. On note n le rang de 0, sa matrice de Cartan et 

I = { 1 , ...,n}. On note qi = q^' comme dans ||^. 

2.1. Operateurs d’ecrantage [^, ||^. On considere I’anneau : 
les 3 ^-modules fibres {i € I) : 

y'= 

aeC* 

et les 3^-modules definis respectivement comme 3^-module quotient de y^ : 

= 0 y-S^,a/ y■iS^,aq- - A,aq..S,,a) 
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par le sous-module “ ^i,agi■S'i,a), avec : 

aec* ’ ' 

J/Cj,i = -1 jlCj,i = -2 j/C:i,i = -3 

On a alors les operateurs d’ecrantage : 

s^-.y^y, 

qui sont des derivations pour le produit de y : 

S,{U.V) = U.S,{V) + V.S,iU) 

et qui verifient pour a G C* : 

) = ±S.,jY^Aa 

On peut definir de maniere analogue Sl : y ^ yj. 

Theoreme 1 . Le noyau de Si est le sous-anneau de y : 

Ker{Si) = ^ = + ^i,bq.)]ftGC* 


2 . 2 . L’anneau yt 0 - On considere a present I’anneau : 

yt = Z[t, Wi_a]ig/^aeC* 

C’est un Z[t, t“^]-module libre de base I’ensemble des appelera monomes. 

ie/.aSC* 

On deiinit un morphisme d’anneaux : 

fit-.yt^y 


n K 




I,a i.a 


n n: 

iGl 


a{m) 


m = 

iG/,aeC 

avec pour un tel monome m : 

Ui,a(m) =Wi^a{m) - - Vi,aqi(,'rn) 


et 11—> 1 


+ X! X! i'^J^o.qim) +Vj^aq-^i'm)) + ^ (Uj_oq2 (to) + (to) + (to)) 

jiCij = -l jlCi,j = -2 jlCi,i = -3 

Remarquer que I’application lit est I’unique morphisme d’anneaux tel que : 

fit{W,^a) = , nt(R*.a) = . nt (t) = 1 

On peut definir pour un monome m = H g y les m^aijn) de maniere evidente, et alors ces 

iG/,oeC* 

quantites sont conservees par lit. 

Pour m Gy monome i-dominant, c’est a dire verifiant Va G C*,^ti^a(n^) > 0 , on pose : 


E,{m) = mY[ 

aGC*ra—O..Ui^a{fFl) 


Ui^afm) 

r„. 


y.'-“ 

i^aqi 


et on note ht.i le sous Z[t,t ^]-module de yt engendre par ces Ei(m). On pose alors : 

iei 

On note A I’ensemble des monomes de ^t, .Si C A I’ensemble des monomes i-dominants de yt- 
Lemme 1. Pour chaque i G I, on a une decomposition en somme directe de 'Ii[t,t~^]-modules : 
yt=^t,i® ^ Z[t,t~^]m = { ^ Z[t,t~^]Ei{m)) ® ^ Z[t,t~'^]m) 

mGA — Bi m^Bi m^A—Bi 
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Demonstration: 

Notons d’abord que pour m G Bi, on peut ecrire Ei{m) = m + f{m) avec 


f{m) = m(( n E 

aeC*r-a=0..«i,a 


Ui^a 

Ta 


) - 1 ) 

i.aoi / > 


qui ne fait intervenir que des monomes de i-poids wti{m') 

m. 


Ui^a(jn') strictement inferieur a celui de 

a^C* 


Considerons une combinaison lineaire qui s’annule : 

Xmit)Ei{m) + E tim{t)m = 0 
m^Bi m^A—Bi 


avec les Si on suppose qu’un des A(t) ^ 0 , soit mi G Bi un monome dominant 

de i-poids maximal parmi ceux qui verifient Am(t) ^ 0 . Alors le monome mi ne peut apparaitre que dans 
Ei{mi) puisque si il apparaissait dans Si (m2), le i-poids de m2 serait strictement plus grand que le sien. 
Done = 0 , contradiction. Done tons les Xm{t) sont nuls, et alors ^ fim{t)m = 0 implique la 

mGA—Bi 


nullite des Umit). 


II nous reste a montrer que tout m G A est dans S = ( 0 Z[t,t ^]Ei{m)) 0 ( 0 Z[t,t ^]m). C’est 

m^Bi m^A — Bi 

clair si m G A — Bi. Dans le cas m € Bi, montrons le par recurrence sur le i-poids de m. Si m est de 
i-poids 0 , tons les Ui,a(m) sont nuls et m = Ei(m). Dans le cas general, on a : 


Ei{m) = m + f{m) = m+ E] Xm'{t)m' 

m'£A 

avec Xm>(t) qui peut etre non nul seulement si le i-poids de m' est strictement inferieur a celui de m. 
Alors : 

m = E^{m)- E Xm'{t)m' - ^ Xm'{t)m' 

m' ^A—Bi m'^Bi 

avec Ei(m) G S, ^ Xm'(t)m' € F et par hypothese de recurrence ^ Xm'{t)m' G S. □ 

m'£A — Bi m'^Bi 


- I 

3 . Les operateurs St,i 

3 . 1 . Definition. On considere les ^-modules libres suivants {i € I) : 

yl,i= 

On a alors une application naturelle : 

■■ yli ^ yl 

deduite de fit : 

^t..(E^a.^^.a) = E^^(Aa).^^.a 

Definition 1. On note S\ i I’appUcation Z[t,t~^]-lineaire S\ i : yt ^ y\ i qui prend sur un monome 
m € A la valeur : 

SUm) = m{ E E 

aGC* /ui,a (m)>0 aGC*/iti,a ('m,)<0 
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Lemme 2. Le diagramme (1) suivant est commutatif: 


yt 
rit i 

3^ 



yl 

i 

yU 


n 


I 


Demonstration: 

Toutes les applications sont Z-lineaires, il sufRt done de 


regarder un monome m € A et 


X{t) e Z[t, t : 


aGC*/uj,a^0 a-GC*/ui,a<0 

= A(l)nt(m)( E Ui,aSi,a) 

aSC* 

= E'(A(i)ntM) 

= E'(ni(A(t)m)) 


□ 


3.2. Interpretation de S\ ^ en terme de derivation. 

3.2.1. Des lois de bimodule sury^^. 

Lemme 3. II existe sur yj ^ une unique structure de bimodule pour la multiplication usuelle de yt telle 
que la structure a gauche soit la structure naturelle, que pour tout a € C* et tout monome m G A : 

S,,a.m = , S,,a.t = t.S,,a 


Demonstration: 

L’unicite est claire, car la compatibilite entre les structures a gauche et a droite impose, pour Xa &yt, 
pLm e : 

( ^ Xa.Si,a)-^timm = ^ Xa.{Si,a-^p.mm) = ^ Xg^m.Sj^g 
aGC* m a£C* m a£C* m 

Pour montrer que la structure Z[t, t“^]-lineaire de module a droite est bien definie, il sufEt de veri¬ 
fier que pour deux monomes mi,m2 G A on a Si^g.{mi.m2) = {Si^g.mi).m2. Ceci decoule du fait que 
Wi,0(7711.m2) = Ui^gljni) + Mj,0(7712). La compatibilite entre les deux structures de modules est alors 
immediate. □ 

On pent generaliser ce qui precede au cas d’une multiplication tordue sur yt. Pour tout bicaractere 
d A X A ^ Ij, e’est-a-dire verifiant : 

d{mi.m2, m3) = d(mi, m3) -I- d{m2, m3) , d{mi, 7712.1x13) = (i(mi, m2) + d(mi, m3) 
on a une loi de composition interne *d associative et Z[t, t“^]-lineaire sur yt en posant : 

TU-l *d 7772 = t^‘^^’”^’'"^^mi.m2 

Remarquons que pour obtenir une loi associative, il suffit de demander que d verifie sur des monomes 
mi, m2, m3, la propriety de cocycle : 

-fi(m2, m3) -I- d(mim2, m3) — d{mi,17127713) + c?(mi, m2) = 0 
ce qui est le cas pour les bicaracteres. 

On pent munir naturellement yl ^ d’une structure de 3 ^(-module a gauche pour la multiplication *d en 
posant pour U € yt : 

U *d ( ^ Xg.Sg) = ^ {U *d Xg).Si^a 

a^C* a^C* 
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et de maniere completement analogue au cas d = 0 on fait de ^ un bimodule en posant : 

Si^a i ^TTl '^d Si,a ; Si^a ^d t — t ^d 

3.2.2. S'j j comme derivation pour *d- 

Proposition 1. Pour d bicaratere, I’application S\^ est une derivation par rapport a la multiplication 

*d : 

vt/, y e % S\{U *dV) = u *d S‘(V) + sliu) *d y 


Demonstration: 

Pour verifier la propriete de derivation, et il sufiit de montrer que pour deux monomes m,m' G A on 
a si j(TO *d'm') = si i{m) *drn' + m *d Sl i{rn'). Calculons en effet : 

Sl,{m)*m' + Sl^(m') 

= m*d'm' 

a^C*>0 <0 

+ E {i + ... + t^^<^-^'>)s,,b- E + + 

jj>0 jj<0 

= m*dm'{ E + + 

E (t-2 + ... + t2y.,»+“U))5,,,) 

= Sl/m*dm') 

□ 

On a ainsi une caracterisation de Sl^ comme I’unique derivation pour la loi usuelle, Z[t, t“^]-lineaire, 
prenant les valeurs sur les generateurs : 

SU^^,a) = et 

~ ^Cij^ — lA^aSi^a H“ ^Cij, — 2yj,a{Si^aq H“ “1“ —3^',a “1“ Si^a H“ Si,aq^^ 

pour j ^ i. 


4 . Les t-OPERATEURS D’ECRANTAGE St^i 


4.1. Definition de St^- 

Definition 2. On considere le Z[t, t“^]-soMS module de yl ^ : 

a^C* ,mGA 

Le module quotient obtenu est note : 

Ai = %^IK^ 

L’application obtenue a partir de Sl ^ par composition avec la projection pt,i de yl , sur A.i est notee St^i- 

Nous allons montrer, en particulier dans le theoreme |[ que ces operateurs peuvent etre consideres comme 
des t-analogues des operateurs d’ecrantage. 

Lemme 4. L’application 11^ donne naturellement une application rendant le diagramme (2) suivant 
commutatif : 

A,, 
n^i 
yl 


yid,t 

l n*.* 
y^ 
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Demonstration: 

II sufRt de verifier que I’application Z-lineaire \\\ ^ passe an quotient. Pour 

^ S^,a) S Fq. 

a^C* ,mGA 

on a : 

nq,(x) = ^ € F, 

aec* 

□ 


Proposition 2. On a le diagramme commutatif suivant : 


yt ^ A^ 

fit i i flq, 

^ 3^. 


Demonstration: 

La commutativite du diagramme provient de la commutativite des diagrammes (1) et (2). □ 

Soit {yt)i = IPi,a]a6C* F A- Ou defiiiit alors TTi : 3^ —> (3^t)i comme I’unique morphisme d’anneaux 

Z[t, t“^]-lineaire tel que : 

— IPz,a 7 — 3^,a 

7 r*(IPj,a) = 1 si j 7^ * 

T^iAiA = 1 si Cij = 0 
— 133,a si Ci^j = 1 

^^( 33 . 0 ) — 333,ag3Pqaqf —1 si Ci^j — 2 

^ 2 ( 33 ,^) — 3I3,fjg2IPj qIPj 2 si Ci^j — 3 

Pour un monome to G A, on a alors UiA'<A — UiA'^iA)) pour a G C*. 

Proposition 3. Le noyau de I’application St,i contient At^i. 


Demonstration: 

Soit TO G A un mondme i-dominant. Dans Sl^{Ei{m)), on pent factoriser tons les 
notons g A i la quantite obtenue. Elle ne depend que des UiA'm) (a G C*), 


termes par to, et 
et done : 


SAmm)) SiAE^A.jm))) 

TO TTi (to) 

Remarquons de plus que les Mi,a etant conserves, on a : 


e ^ AAEiAi{m))) G Ft,* 


En consequence il nous suffit de montrer St,i{Ei(m)) = 0 pour m G iBiO (3^t)i- Mais alors tout se passe 
comme si on travaillait avec g = UqAA- On est ainsi ramene au cas ADE qui sera etablie plus bas, 
independamment de ce qui prece, dans proposition I □ 


4.2. Interpretation de St^i comme derivation dans le cas ADE. Dans cette sous-partie on se 
restreint au cas ou g est de type ADE. On a alors tons les qi = q et la matrice de Cartan est symetrique. 
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4.2.1. Rappels et complements sur la loi * de Nakajima. On pose pour deux monomes mi, m 2 G A : 

dN{mi,m2) = E {v%,aq{mi)Ui^a{rn2) + Wi^aq{mi)Vi^a{m2)) 

iG/,oeC* 

= E (Mi.o(wi)nj^a,-l(TO2) + Ui,a(wi)u;i_aq-l(m2)) 

iG/,aeC* 

Ce bicaractere, introduit par Nakajima dans |@| et |Q, permet comme precedemment de definir une 
nouvelle multiplication sur yt en posant pour rui, m 2 deux monomes : 

mi *dN m 2 = 

avec . la multiplication usuelle. On notera dans la suite simplement d et *. Cette nouvelle multiplication 
* n’est pas commutative. 

Notons que k est une partie de % stable pour la multiplication * ([§). 

Lemme 5. Soit m G A un monome, i G I et a G C*. On a alors : 

V,,aq * m = ,2 (m))^ ^ ^ 


C’est une consequence immediate de 

d{Vi^aq,m) = Ui^a{m) et d{m,Vi^aq) = u^,aq-^{m) 


Lemme 6. Soit {mi,..., mp) des monomes tels qu’il existe un a G C* verifiant pour tout r, Ui^a{mr) = 1 
et Ui^b{mr) = 0 pour b ^ a. Alors il existe a Gl^ tel que : 


(mi * (1 + Vi^aq)) * {m 2 * (1 + Vi^aq)) * * {mp =1= (1 + Vi,aq)) = t“mi...mp ^ 

r—Q..p 





i,aq 


Demonstration: 

On precede par recurrence sur p en s’appuyant sur le lemme |^. Pour p = 1, on a mi * Vi^aq = miVi^aq 
et on a le resultat avec a = 1. Ensuite dans le cas general : 

(mi * (1 + Vi^aq)) * {m2 * (1 + Vi^aq)) * * (m^+l * (1 + 

P 


= t“(mi + miV*,og) * (m2...mp+i E 

r—0..p 

^ ^ yip-r) 

r—0..p 

_^_^a+2dirm,m2...m^+Dm^Pn2...mp+i E 

r=0..p 

^ ^ ^yip-r) 

r=0..p+l 


) 

i,aq ) 


V'‘ 


.LO t 
P 


i,aq 


j. 2 p- 2 r^r+l 
^ ^i,aq 


_|_ ^(r-l)(p-r+l) 


P 

r — 1 


^2p-2r+2'^Y; 


i,aq 


Et on conclut en remarquant : 


y{p-r) 

P 

^Cr-l)(p-r+l) 

P 

^2p—2r+2 _ ^r(p+l—r) 

P + 1 


r 

t 

r — 1 

t 

r 


□ 


On a en particulier le resultat : 


Lemme 7. Soit m un monome tel qu’il existe un a G C* verifiant Ui^a{m) 
Alors pour I > 0 : 


[m{l + V,,aq)f =m^Y. 

r= 0 ../ 



K 


aq 


1 et Uifi{m) = 0 pour b a. 


On pent exprimer les Ei{m) en utilisant la loi * : 
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Proposition 4. On fixe un i G I. Soit m G 13i un monome i-dominant. Pour a G C*, on considere la 
suite (Zi^a) = {Zt^a,i)i<i<zi,a formee de 


— U)i^a ~G ^ ^ “t“ Vi^aq “t“ Ui dg—l 

j/C,-,. = -l 


termes oil Wi^a apparatt wt^a fois et pour j tel que Cj^t = — 1 , Vj^a apparatt Vj^a fois : 

{ Wi^aj Vji ,ai ■■■ j Vji ,ai ^j2,a: ^m,a} “ J } 

Alors il existe un unique fi G’L tel que : 


t^Efim) = ( Wj^a) * ( n * ( H 


j/i,aeC* 


j,7Cj,i=0,aG(C*/9“).^GZ 


aG(C*/g“)T’eZ 


= (Zi,a,l * (1 + Vj,og)) * * [Zi^a,Ui^^ * (1 + Vi^aq)) 

*{,Zi^a,Ui^a^ + l * Vi^aq * ^ 2+'“> ao3+l^ * * ^i,aq * ^ 2+«; 3+Vi^a.q) 


Demonstration: 

On commence par expliciter Efim) : 


Efim) = m [] ( ^ ^rq{u^Am)-rq) 

aGC* ra—0..Ui^a{'m) 


Ui^afin) 


p-’'“) 

i,aq/ 


Si on ne tient pas compte des t, I’expression annoncee est correcte puisqu’on a le bon nombre Vi^aq de 
Vi^aq et tons les Zi^a.i pour I = l.-.u^a + Vi,aq + Vi,aq-^ ■ Le seul probleme est I’inhomogeneite de Efim) 
du fait des puissances de Vi^aq- 

Les seuls facteurs de m qui contribuent aux Ui^fim) sont les Wi^o,14.a et les Vj^a avec Cj^i = —1. Mais 
ce sont exactement les facteurs qui posent probleme avec Vi^aq d’apres le lemme ||. On en deduit une 
premiere expression : 


t’^Efim)={ n w,,a)*{ n w)*K E 






ra-O'-Ui^aifO.) 


Ui,a{m) 

ra 


i,aq / 


m' =(nc;'“C“)( n 

aeC* a^C* ,j/Ci,j^-l 

a^C* l — l..Ui^a E—l...Vi^aq 

II nous sufHt done de montrer qu’il existe 7 £ Z tel que : 


Efim')=m' 

ra=0..Ui,a(m) 


D,a{m) 


* * 


Kaq=t-^{ n 

■ aGC*lq™r& 


Ui,aim) 

Tn 


est egal a 


Or d’apres le lemme H, le facteur a,X) fAui.aim) r„) 

ra—Q..Ui^a{ErL) 

une puissance de t pres a (Zi_a,i * (1 + Vi^aq)) * * (■^i,a,ui,a * (1 + l^z,ag))- H ne reste plus qu’a verifier 

que les facteurs restant n ( n Vi,aqZi^aq^^u. 2 +v. 3 +r) ne poseut pas de probleme vis 

aGC* r=l...«i,a, ’ 

a vis de I’inhomogeneite en puissances de Vi^aq, mais e’est le cas car pour tout r £ Z : 


^i,aq^^ {Zi^a,Ui^a+l * ^i,aq * Zi fqq2 ^ 


□ 
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4.2.2. line structure de himodule sur yt^i pour la loi *. 

Lemme 8. Le sous t~^] module Ft^i de yl , est en fait un sous-module a gauche pour la loi * ; 

Ft,t = ^2 y* * {Vi^aq-Si^aq^ - t^ Si^a) 

aec* 

et meme un sous-himodule yt * Fti = Fti *y = F-ti. 


Demonstration: 

La premiere propriete decoule directement du lemme || qui donne pour m G A : 

TTl (yi^aq ■ Si^aq‘^ I — I ’ ^yi,aqi t TTlSi^a 

Pour la propriete de sous-bimodule, soit m G A un monome. En utilisant le lemme ||, on a pour Xa G % '■ 

Xa * {y,aq.S,^aq- - t^S,,a) * ™ V,,,, * 

= *m* (Vi^aq-Si^aq^ - t^ Si^a) G Ft^^ 


□ 


On pent ainsi munir naturellement yt^i d’une structure de bimodule. 


4.2.3. St^i est une derivation. Le resultat suivant, qui justifie entre autre les constructions precedentes, 
permet en particulier d’obtenir la proposition : 

Proposition 5. L ’application St^i est une derivation pour le produit * et son noyau contient At^i- 


Demonstration: 

La propriete de derivation est conservee : en effet pour U,V S J’t on a : 

StAu*v) = pt4u*AAy))+pt4k^(u)*y) = u*ptAsUv))+ptAStAU))*v = u*StAv)+StAu)*v 

Pour montrer que At^i C Ker(S't,i), considerons un monome dominant m, et decomposons en utilisant la 
proposition m sous la forme d’un produit pour *. En utilisant la propriete de derivation de St^i, il nous 
sufRt d’obtenir que chacun des termes est annule. Or pour a G C* : 

StA^^^a^k ^ (1 “t“ yi,aq}} — ^i,a,k-^i,a I ^i,a,k ^ yi,aq-Si (^q2 — ^i^a,k * I yi,aqSi^aq‘^') — 0 

* ^aq * Zi iiq2 j.i’j = 0 

car pour tout b G C* , UiAZi,a,k * Vaq * Zi^aq^^k,) =0 □ 

4.3. Interpretation de St^i dans le cas general. Dans le cas general, on ne dispose pas de bicaratere 
verifiant les deux relations fondamentales du cas ADE pour tout i G I 

d{Vi^aqi,m) = UiAm) et d{m,Vi^aqi) = Ui^aqA"^) 

Par exemple, pour g de type i? 2 , on a C = (^2 2^) matrice de Cartan dans ||^ est la transposee 

de celle de 1 ^), qi = <72 = 9 et : 

0 — ^l,ag“ 2 (^,a) n 2 ,ag(bl^a) — 1 

On ne pent pas traiter tons les operateurs simultanement, mais on pent cependant les interpreter indi- 
viduellement en posant pour chaque i G I : 

di{mi,m2) = ^ {Vi,aqi{rni)uiA'm2)+Wi^aqi{mi)ViA'm2))+'^ (nz.aqi-Wi,aqi+fz.a+nj_a, 2 )(TOi)i;i,a(w 2 ) 

G^C* 

= ^ iUi^aqiimi)ViAm2) + Wz.aqi(m-i)Wi,o(w2)) + ^ (wi) “ Wi^a + V^aq^^ + ) (^ 2 ) 

G^C* G^C* 

11 decoule alors de la definition : 
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Lemme 9. Pour tout m G A : 

On note *i la loi sur yt associee au bicaratere di. On montre alors de la meme maniere que dans le cas 
ADE : 

Proposition 6. Le sous 'Z[t,t~^] module Ft^i de y\^ est en fait un sous-module d gauche pour la loi *i : 

A^i,aq-Si^aq2 - t^ Si^a) 

o-GC* 

et meme un sous-bimodule yt *i Ft,i = Ft,i *i 3^ = Ft,i- 
L’application St^i est une derivation pour le produit *i. 

4.4. Demonstration du theoreme |^. On retourne au cas general pour g simple quelconque. 
Theoreme 2. On a = Ker{St^i). 


Demonstration: 


La premiere inclusion kt^i C Ker(,5t,i) est deja connue dans la proposition ||. 


Supposons par I’absurde qu’on n’ait pas egalite. Alors on considere un a; e Ker{St^i)—kt^i qu’on decompose 
en utilisant le lemme ^ sur = kt^t © 0 Z[t,t~^]m sous la forme x = v + u avec u 7 ^ 0. On note 

m£A — Bi 


I’ecriture de u : 


mGM 


avec M C A — Bi, Xm S Z[t,t et Am 7 ^ 0 pour m € M. Alors x,v G KeT{St^i), done u est un element 
non nul de 0 Z[t, t~^]m n Ker(5t^i). Pour m G A — Bi, notons Nm le nombre de classe R G 

m^A — Bi 

tel qu’il existe a G R verifiant Ui^aipn) < 0. Tons les monomes m de A — Bi verifient Nm > 1- Soit toq G FI 
avec Nmo minimal parmi les Nm pour m G M. Soit alors a G C* tel que Ui^a(jno) < 0 et pour r < 0, 
Ui,aq'^r{mo) > 0. Lorsqu’on calcule 


St4u) = 0 = V A, 


E 

m£M 


( 1+^2 + . ..+^20 

bGC*/ui^biLn)>0 


bGC* 






'’)S^,b) 


i )<0 


on volt appaitre le terme —Amomo(t“^ + ... + Ce terme doit etre annule par projection sur 

yt,i. Les termes qui vont I’annuler peuvent provenir soit d’un oq?r avec r < 0, soit d’un avec 

r > 0. Dans le premier cas on a un monome mi G M tel que miV^ aq~’^---F"i 09 ^''+^ “ ''^ 0 , dans le 

deuxieme on a un momome mi = moVi.agi ag^r-i G M. On pent ainsi definir une suite de monomes 
mp tant que Ui^a{mp) < 0. Les termes de la suite sont distincts deux a deux, car a chaque operation 
soit on ajoute des ^^sr+i avec r > 0, soit on enleve des ^j^ar+i avec r < 0. Notons aussi qu’a chaque 
operation on ne diminue pas les Ui ^q^r- avec r < 0, et on n’augmente pas N. Comme M est fini, la suite se 
termine sur un mp G M qui verifie Ui g^q 2 r(mp) > 0 pour r < 0, et Nmp = Nmo- notant = toq et 
m^ = mp, ce nouveau precede donne une suite m^ telle que mm{r/Ui ^q'^r- < 0 } est strictement croissante. 
Par finitude de M, la suite se termine sur un m^ G M tel que Ui ^q^r > 0 pour tout r G Z et les autres 
classes de C*lqf^ n’ont pas ete modifiees. Done Nmp, < Nmo, contradiction. □ 


5. OpERATEURS D’ECRANTAGE POUR L’ANNEAU 


5.1. Rappels et complements. 
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5.1.1. L’anneau En suivant Nakajima i on considere I’anneau “intermediaire” entre [Vt et 3^ : 

3 ^(=Z[t, 1 Ei,a) 

On a un morphisme d’anneaux canonique : 

n*: ^ 3^ 

Yi^a ^ ett^l 

Pour passer de yt a y, on pent considerer pour tout bicaractere 
Z[t, t“^]-lineaire, et qui verifie : 

m= n y"r^ n 

iG/.aGC* iG/,aGC* 

On a toujours lit = Ht o fl^t. 

Dans le cas du bicaractere trivial d = 0, on note Ilo = At et c’est alors un morphisme d’anneaux. Dans 
le cas ADE, on pent prendre dAr et on retrouve I’application A = A^jy de |Q. 

Lemme 10. Un produit p = ^ ^ ^ ^ d 1 s* et seulement si tons les 

iG/,aGC* 

Vi^a sont nuls. 

En consequence on definit une relation d’ordre partiel sur I’ensemble A des monomes de y en posant : 

m < m' ^ m'/m est un monome en A~l^ 


d I’application tld : ^ 3’i qui est 


Demonstration: 

Supposons par I’absurde qu’un tel produit p peut etre egal a 1 avec des Vi^a ^ 0. Considerons alors un 
a tel qu’il existe un j S / avec Vi^a ^ 0 mais pour m S Z stritement positif, pour j S /, Vj^aq^ = 0. Parmi 
ces i, on en choisit un tel que la longueur de la racine associee soit maximale. Dans p, le facteur 

‘"i a ’q'? 

doit se simplifier avec un autre facteur. Cependant par definition de a il ne peut pas venir de A^’^ 2 ■ H 
reste done les possibilites suivantes : 

il provient d’un A^jaq^ uvec = —1, j ^ i. Alors Vj^aqi 7 ^ 0, contradiction. 

V ■ _ 1 

il provient d’un avec Cij = —2, j ^ i, ce qui impose Vj^aqiq-^ 7 ^ 0. Comme Cij = —2, 

les racines associees a t et j ne sont pas de meme longueur, et done en utilisant I’hypothese sur i, on a 
D > O — 1- Alors qiq~^ = q ou done Vj^aq 7 ^ 0 ou Vj^aq'^ ^ 0, ce qui n’est pas possible d’apres le choix 
de i. 

V ■ . —2 

il provient d’un Ad ^^'^-2 avec Cij = —3, j 7 ^ i, ce qui impose Vj^q^q-^ 7 ^ 0. On est dans le cas ou g 
est de type C? 2 . Les racines associees a z et j ne sont pas de meme longueur, et Vijr^ = 3 ou i. Si r* = 3, 
on a Vj^aq 7 ^ 0 ce qui est contraire au choix de i. Si = 1 , on a Vj aq-^ 7 ^ 0 et Vj^aq"^ = 0 pour m > 0. 

V. _i V■ _i 

Mais alors on ne peut pas annuler Y. = Y- ^’“ 2 * . 

J,(1Q Qj 

Pour que < soit bien une relation d’ordre, la propriety la moins evidente est I’antisymetrie qui est assuree 
par ce qui precede. □ 

5.1.2. Quelques notations. On note A I’ensemble des monomes 
z-dominants de y. Pour n = TO e Si, on pose : 

Eo,i{m) = mW_ ^ fA^i,a-ra) 
aGC*r„=0..'Ui,a 

Remarquer que si de plus to G Si n Ai(Si) = S', on a, en posant to = At(TO'), I’egalite EQ^i{m) = 


de y, Bi C A Tensemble des monomes 


i,aqi 
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On note ^ le ^]-module engendre par les i?o,i(w) avec m G Bi. On a nt(^) C ^ mais on n’a pas 

egalite dans le cas general. 

Pour i G /, on obtient de la meme maniere que dans le lemme une decomposition en somme directe de 
t“^]-modules : 

Lemme 11. 

Z[t, t Z[t,t ^]m) 

m^A—Bi m^Bi m^A—Bi 

Lemme 12. On a Vegalite : 

fltiA) = 

iei 

et on notera cette sous-partie de yt- 

Demonstration: 

On salt deja : 

nt(it) = fit(f|io C c 

iGl i^I i^I 

Considerons a present a; G H • Soit m € A m\ monome maximal parmi ceux qui interviennent dans x 

pour la relation d’ordre < du lemme |l^. Pour chaque i £ I, m provient d’un certain Eo^i{m') avec m' 
i-dominant, ce qui impose m <m'. On a done to = m' et to est i-dominant pour tout i G /. II est done 

I o t/^T’TTlO ■ 

m= n n 

ie/.aSC* ie/.aGC* 

car les Ui^aim) > 0. Si on suppose to ^ 1 (soit x ^ et on considere iq & I tel que wtig{m) ^ 0, 

on a dans I’ecriture de x dans le monome to qui ne pent provenir que de 

i^I,a£C* 

On pent alors enlever de x le terme i?o,io (™) son coefficient de Z[t, , et on se ramene a un element 

de Pi At^i faisant intervenir strictement moins de monome, ce qui permet de conclure par recurrence. □ 
iei 

Pour definir les Eq ^(to) analogues des i?o,i(w) relatifs a H, on considere pour i G / en suivant [Q : 

^ yt 

definie comme I’application Z[t, t“^]-lineaire telle que pour m € Bi : 

avec pour M = m Y[ — 0) qui intervient effectivement dans Eo^i{m) : 

aGC* 

a{m,M) = ^r-a(u._^^-l(TO) +Uj,ag.(TO) -ra -%-=) 

aGC* 

On pose alors pour m & Bi : 

£^0.zM = 

Cette definition est motivee par le lemme : 

Lemme 13. Soit, dans le cas ADE, m G B'^. On a, si m = I’egalite : 

E'o^^{m)=t-^^^'’^">Il{E,{m')) 
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Demonstration: 

II sufRt de calculer en notant Ei{m') = ^ XM{t)M avec M = m' Y\ ■ 

aGC* 

= n(^ AmWM) = ^ 

a^C* 

puis : 

d{M, M) = d{m',m') + ^ ra,M{d{Vi^a,m') + d{m', Vi^a) + d{Vi^a, M/m')) 
a^C* 

= d{m',m') + ^ + u^^aqiijn') - Ta^M “ = d{m',m') + a{m,flt{M)) 

a^C* 

ce qui donne 

□ 

On note alors le Z[t, t“^]-module engendre par les i?o,i(w)' avec m £ 

Pour i £ /, on obtient de la meme maniere que dans le lemme une decomposition en somme directe de 
Z[t, t“^]-modules : 

yt=K,i® 0 {^Z[t,t-^]E',Q{m))®{ 0 Z[t,t-^]m) 

mGA—Bi mGBi mGA—Bi 


Dans le cas ADE, on a n(^i) C A.'^ mais on n’a pas egalite dans le cas general. On a cependant I’egalite 
suivante comme dans le lemme ^ : 

n(4) = 

ie/ 


et on notera A/ cette sous-partie de yt . 


5.2. Les operateurs 


5.2.1. Definition. On considere les J^t-modules libres : 

yli= ^yt■s^,a 

aGC* 

On deduit respectivement de lit, II (dans le cas ADE), Et des applications Il( t, n(, n( j. 

On note ^ Tapplication Z[t, t“^]-lineaire S\^'.yt^ yj ^ qui prend sur un monome to £ J^t la valeur : 

aGV*/Ui^aifn)'^0 oGC*/Ui^a (^)<0 

On volt immediatement : 


^t,i0^j,a) — dj^iYi^aSi^a Ct *S't,i(^,a ) ~ Si 


Lemme 14. Le diagramme (1) suivant est commutatif : 


s) i 


yt ^ 

yi 

fit i 

i fiU 

S‘t i 


yt ^ 

yi 

Ut 1 

i 


ql 

y M,, 

Dans le cas ADE, le diagramme (1)’ obtenu en utilisant respectivement II,Il( a la place de IltjIIti sst 
commutatif egalement. 
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Demonstration: 

Toutes les applications sont Z-lineaires, il sufRt done de regarder un monome m € yt et X € : 

(%o4,)(Am) 

aGC*/ui,a^0 a£C*/ui,a<0 

aG<C*/ui a^O aGC-*/ui a<0 

= AnC“( E + + E r^ + ... + t^“^EEa) 

o-GC* aGC*/iii a>0 aGC*/iii a<0 

= si,ix n Kan 

= SKlltiXm)) 

puis un monome m £ yt et X{t) £ Z[t, t~^] : 

{ni,oSl,){Xit)m) 

= A(i)n'^,(m( E + + E {t-^ + ... + n-^^ns^,a) 

aGV*/ui^a'^0 aGC*/ui^a<0 

= A(l)m( E Ui,aSi,a) 

a^C* 

= Sl{X{l)m) 

= SliKmm)) 

Le diagramme (1)’ se traite de maniere analogue. □ 


5.2.2. Interpretation des Sl en ternie de derivation. 

Lemme 15. II existe sury\ ^ une unique structure de bimodule pour la multiplication usuelle . de yt telle 

la structure a gauche soit la structure ci-dessus, et que pour tout a £ C* et tout monome n Kr = 

a^C* ,j^I 

m£yt : 

S,,a.m = , S,,a-t = t.S,,a 


La demonstration est completement analogue au cas y^. 
Notons qu’on a alors pour tout a £ C* : 


c. Y — <? 


S^,a■YK = t 


Q. 


Proposition 7. L’application a une propriete de derivation : 

VC/, p G y*, Kn^.v) = u-Kiv) + Kiiu)-v 

C’est de plus I’unique derivation Z[t, t“^]-Cmeajre telle que Sl^lYa) = Ya-Sa- 
La demonstration est completement analogue au cas Sl j. 


5.3. t-analogues des operateurs d’ecrantage pour yt. 


5.3.1. Definition des operateurs St,i. On considere le sous Z[t,t ^]-module de yl ^. 

Lemme 16. Les dements de sont les dements de ylt de la forme : 

1-1 


YamiAKf 

(A) 


Si,aq^ - t Si^a) 


avec les Xm,a £ t presque tous nuls. 
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Demonstration: 

Le resultat decoule du fait que lit est un morphisme d’anneaux qui conserve les quantites Ui^a 
Soit a present : 


Fi 




= 

a€C* ,m€ A 


„? c™), 




C’est un sous Z[t,t ^]-module de ^ qui contient fit 

Notons que les elements de sont les elements de y\ ^ de la forme : 

i^i,aqi^i,aq?-Fa — t Ua-Si^a) 

Q-GC* 


avec les Ua € yt- 


□ 


Definition 3. On appelle yt,i le Z[t,t ^]-modit/e quotient de y\^ par Ft^i, et St,i I’appKcation ohtenue a 
partir de Sl ^ par projection sur yt,i. 


Notons que Ft^i n’est pas un 3^t-sous module de yl ^, mais c’est une partie de y[ ^ stable par multiplication 
par des elements de Z[Yj^]j^i. En particulier on pent definir une multiplication a gauche sur yt^i par les 
elements de qui commute avec la projection pi de yl ^ sur 3 ^t,i- 

Lemme 17. Les applications Ii\ ^ donnent naturellement des applications lit, t, Hi,* rendant le dia- 
gramme (2) suivant commutatif : 


yl,^ - 

yi,i,t 


nl.i 

i 

IIt,i 

yl, - 

yt,i 



i 

IIt,i 

yl - 

yr 



Demonstration: 

II suffit de verifier que les applications Z-lineaires j,IIt t passent aux quotient. Or lit i{F,i) C Ft,i, 
done IIt,i est bien definie. Puis pour x S Pi t, on a avec les notations deja utilisees : 

F^t,i{x) = ~ ^i,a) S Fi 

□ 


Proposition 8. On a le diagramme commutatif suivant : 



3>t.* 

n* i 

i 


3^t,i 

nt i 

i 

3^ ^ 

y^ 


et on a : 

J?t,j C Ker{St,i) 


Demonstration: 

La commutativite du diagramme provient de la commutativite des diagrammes (1) et (2). 
Puis nt,i o St,i = St,i o lit et J^t.i C Ker(S't,j) implique lit (lit,*) C Ker(5't,i). 
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Soit alors m G Bi qu’on decompose m = rriiYl mj avec les rrij G ■ Alors : 

= Eo,iimi)Y\mj 

et comme pour tout a G C*, = 0, on a : 

SliiEoA^)) = iY[mj)Sl,{Eo,i{mi)) 

Alors pour la multiplication a gauche sur yt,i par des elements de on a : 

St,t{EQ,iim)) = {Y\_mj)St,i{EQ^i{mi)) 

Mais alors comme m est i-dominant, on a : 

m^=ll = nt( n <al 

aec* aec* 

avec les Ui^a = > 0. En consequence : 

Eo^i{mi) = Bt{Ei{ e nt(^t,*) C Ker(5't,i) 

aeC* 


□ 


5.3.2. Remarques sur les operateurs S '^On pent faire une contraction analogue relative a en consid- 
erant les : 

a^C* ,7n£A 


puis j = y\^i/E^^^, et S'j j la composee de avec la projection de yl ,i sur j. 
Dans le cas ADE, on a IlJ C F/ j, le diagramme commutatif : 



yt,^ 

ni 

i 

s't i 

yt ^ 

y't,^ 

At 1 

i 

y ^ 

y^ 


et on a : 

i?;,, C Ker(F*F) 


5.4. Noyau des t-operateurs d’ecrantage St^i- 
Theoreme 3. On a = Ker{St^i). 

On pourrait montrer ce resultat de la meme maniere que — Ker(5'(_i) en utilisant la decomposition 
de yt du lemme ||. Cette methode permet aussi retrouver le resultat du theoreme || en utilisant la 
decomposition de y : 

y = Ai® ^ Zm 

mGA—Bi 

On propose ici une alternative qui deduit le resultat du theoreme ^ de celui du theoreme |^. Elle necessite 
quelques lemmes preliminaires. 

Noter que tout ce qui suit peut etre applique de maniere analogue a S'^ ^ dans le cas ADE, ce qui donne 
= Ker(F;,,). 
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5.4.1. Lemmes preliminaires. 

Lemme 18. Tout u G yt s’ecrit de maniere unique sous la forme : 

u = ^ ft — + ai{m){t — 1 ) + a 2 (m){t — 1 )^ + ...)m 

m^D 

avec D C A, les pirn), q{m), ao{m), ai{m),... gN et ao(m) ^ 0. 

Demonstration: 

On decompose u sur la somme directe yt = et il sufEt done de considerer un polynome 

m^A 

de Laurent P G ’Z[t,t~^] non nul et de montrer qu’il s’ecrit de maniere unique : 

(f — 1 APi"*) 

^ + ai{m){t - 1) + a 2 (m)(t - 1) + ...) 

Si P G Z[t], e’est le cas car on a une base graduee ((t — l)^)p de Z[t]. Dans le cas general, P s’ecrit de 
maniere unique P = avec Q G Z[t] et q{m) G N. □ 

Corollaire 1. Le noyau de lit est Kerijlt) = {t — l)yt- 


Demonstration: 

L’inclusion (< — l)iyt C Ker(nt) est claire, puis si u G Ker(nf), en utilisant la decomposition du lemme 
|l 8 | , on voit que : 

ao{m)m = 0 

m^D ,p{m)—0 

or comme les ao{m) sont non nuls, pour m G P on a p{m) > 0 . □ 

Lemme 19. Si a G yl ^ verifie (t — l)a G Pt,i alors a G Ft,i. 


Demonstration: 

Pour un tel a G 3^t ^, on pent ecrire : 


{t -l)a= Y. 

aGC* A 

avec les Am,a G presque tons nuls. Mais si on evalue cette expression a t = 1, on trouve dans 

yL ■■ 

0 “ 'Y/ — Si^a) = 'Y/ ~ Si,a) 

a£<C* ,mGA aGC* 

avec : 

Ua = ^ ^ 

mGA 

Supposons alors par I’absurde qu’il existe un a tel que Pa(l) 0. On considere alors la plus grande 
puissance de q tel que Uaq^{l) ^ 0 (qui existe car les Ub sont presque tous nuls). Alors 
est le coefficient de done = 0, contradiction. On pent done ecrire tous les Ua sous 

la forme Ua = it — 1)^^ ^-^ec les U^ = G 3^t, et (t — l)a = {t — l)/3 avec : 

m^A 

[3= Y A.aql - S.,a) G Ft,. 

a^C* ,m£A 

Mais comme y^ ^ est un Z[t, t“^]-module libre, on a a = /3. □ 



i-ANALOGUES DES OPERATEURS D’ECRANTAGE ASSOCIES AUX g-CARACTERES 
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5.4.2. Demonstration du theoreme ||. Demonstration: 

La premiere inclusion C Ker(5't,i) est deja connue. 

Considerons u € Ker(St^i). Alors 0 = = 5'i(nt(u)) et done d’apres le theoreme ||, nt(u) G 

+ A-_ 2 qJ]oeC*, soit : 


nt(u) = n 


(m) 


m a^C* 


avec Am ^ et les Pai^n) > 0. Pour chaque m, on pose : 


= n n <a) ^ 


aeC* 




En considerant alors : 




on a u G Rt,i et nt(u) = nt(u), done v — u G Ker(nt) = {t— 1)3^* d’apres le corollaire |]. En consequence : 

u = V + (t — 1)mi 

avec ui G yt- Mais alors {t — 1)mi G Ker(5't,i), soit {t — 1)S'( j(ui) G Ft^i. Alors d’apres le lemme ^ 
soit ui G Ker(5't^i). On pent recommencer avec ui, et on obtient par recurrence que pour 
tout p G N, il existe Wp G M.t^i et Up G Ker(5't_i) tels que : 

u = Wp + (t — l)‘‘’Zp 

Decomposons u = b + c sur la somme directe du lemme ^ : 


yt = ^t,i © ^ t ^]m 

m^A — Bi 


et supposons par I’absurde que c ^ 0. Pour p, prenons po = p{mo) + 1 avec p(mo) le plus grand p(m) 
qui apparait dans la decomposition de c du lemme II- , On obtient une ecriture u = w + {t — 
Decomposons v = b' + c' sur la somme directe du lemme |[ Alors : 

u = b + c = w + {t — l)P°b' + (t — l)^“c' 


et b = w + {t — l)P°b' et c = (t — 1 )P'^c'. Done les p(m) qui apparaissent dans la decomposition de c du 
lemme m sont tous strictement plus grands que po, contradiction. On a done Rt,i = Ker( 5 ' 4 _i). □ 


6. Complements relatifs aux involutions 

On rappelle les involutions definies par Nakajima : sur yt on pose t = et sur Ft pour 

d un bicaratere, on pose : 

t = , m = 

En particulier dans le cas ADE on a I’involution obtenue avec dtv. Elle est alors anti multiplicative 
relativement a * et commute avec 11 . 

On etend ces involutions a Ft i (respectivement a F^ J posant Si^a = t~^Si^a, soit : 

aec* aec* 

pour des Ua dans Ft (respectivement Ft). 

Lemme 20. On a pour a; G Ft) P £ Ft • 

Sliix) = Sl ,{x) , Sl^iy) = Sl iiy) 

De plus sont stables par les involutions correpondantes. 
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Demonstration: 


Les deux resultats s’obtiennent de maniere analogue, en considerant par exemple un monome a £ 3^* : 

a ^ C * Ui^a (^)>0 

+ (<^ + ... + 

aGC*Ui a(^)<0 

a^C*lAi,a(7^)^0 oGC*ni,a(7^)<0 

= = Sli{X{t)m) 

Considerons ensuite, par exemple dans le cas ADE : 

et dans le cas general : 

X{t)m(A^^^qit ' <- ^i,aqf tSi,a) 


= X(t ^)t 




S.^aqj - tS,,a) & 


□ 


On pent ainsi definir des involutions sur Qui commutent respectivement avec les operateurs 

d’ecrantage assodes. 

Remerciements : Je remercie M. Rosso pour nos discussions et ses precieux conseils, et H. Nakajima 
pour ses indications sur les g, t-caracteres. 
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